Zusammenfassung

[ .
1 Lernziele

Die Studierenden sollen...

e .. fiir eine gegebene Differentialgleichung die geeignetste analytische Losungsmethode
auswéahlen koénnen.

e .. fiir ein gegebenes numerisches Problem den passenden Integrationsalgorithmus
auswéahlen konnen.

e .. die Vor- und Nachteile verschiedener Losungsstrategien bewerten und begriinden
koénnen.

Uberblick

Dieses Kapitel fasst die wichtigsten Methoden zur Losung von Differentialgleichungen zusammen,
die in dieser Vorlesung behandelt wurden. Die Wahl der richtigen Methode héngt entscheidend
von der Art der Differentialgleichung, den Anfangs- oder Randbedingungen und der gewiinschten
Form der Losung ab.

Wir unterscheiden grundsétzlich zwischen analytischen und numerischen Methoden. Analytische
Methoden liefern geschlossene Ausdriicke fiir die Lésung, sind aber nur fiir spezielle Klassen von
Differentialgleichungen anwendbar. Numerische Methoden sind universell einsetzbar, liefern
aber nur Naherungslosungen an diskreten Punkten.

Losungsstrategien fiir lineare Differentialgleichungen

Lineare Differentialgleichungen zeichnen sich dadurch aus, dass die gesuchte Funktion und ihre
Ableitungen nur in der ersten Potenz auftreten und das Superpositionsprinzip gilt. Fir diese
wichtige Klasse von Gleichungen existieren verschiedene systematische Losungsmethoden.



Tabelle 1: Losungsstrategien fiir lineare Differentialgleichungen

Methode  Anwendungsbereich  Voraussetzungen Vorteile Nachteile Kapitel
Separa-  Lineare homogene Yy +p(x)y =0 mit FEinfach Nur fiir 2
tion der DGLs 1. Ordnung separierbarer und direkt; separable
Vari- Form fiihrt auf Gleichun-
ablen y = g(z)h(y) elementare gen; kann
Integrale nicht auf
inhomogene
Gleichun-
gen
angewendet
werden
Integri- Lineare DGLs 1. y 4+ p(x)y = q(z); Systema-  Integrale 2
erender  Ordnung p(z) und q(zx) tisches miissen in
Faktor miissen Verfahren  geschlossener
integrierbar sein fir alle Form losbar
linearen sein
DGLs 1.
Ordnung;
funktion-
iert fiir
inhomo-
gene
Gleichun-
gen
Charak- Lineare DGLs Konstante Fihrt auf  Nur fir 3
teristis- hoherer Ordnung Koeffizienten; algebrais-  konstante
cher mit konstanten homogene che Koeffizien-
Ansatz Koeffizienten Gleichung Gleichung  ten;
(charakter- inhomogene
istische Terme
Gle- erfordern
ichung); zusétzliche
gibt Methoden
Struktur (Variation
der der
Losungen  Konstanten,
vor Ansatz vom
Typ der
rechten
Seite)
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Methode  Anwendungsbereich  Voraussetzungen Vorteile Nachteile Kapitel
Varia- Inhomogene lineare  Losung der Allge- Erfordert 2,3
tion der DGLs homogenen meine Integration,
Kon- Gleichung muss Methode die
stanten bekannt sein fiir inho- moglicher-
mogene weise nicht
Gleichun-  in
gen; geschlossener
funktion- Form losbar
iert fur ist; bei
variable DGLs
Koeffizien- hoherer
ten; Ordnung
systematis- aufwendig
ches (Wronski-
Verfahren  Determinante)
Ma- Systeme linearer Konstante Koef- Systema- Eigenwerte 4
trixmeth- DGLs 1. Ordnung fizientenmatrix; tisch; gibt  und Eigen-
ode System muss voll- vektoren
(Eigen- diagonalisierbar standige miissen
wert- sein Lo- berechnet
prob- sungsstruk- werden; bei
lem) tur; komplexen
physikalisch oder
inter- mehrfachen
pretierbar  Eigen-
durch werten
Eigen- aufwendiger
moden
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Methode  Anwendungsbereich  Voraussetzungen Vorteile Nachteile Kapitel
Fourier- Lineare DGLs mit Funktionen DGL wird  Riicktrans- 9
Methoden konstanten miissen Fourier- zu alge- formation
Koeffizienten transformierbar braischer kann
sein; meist Gleichung  schwierig
unendlicher im sein; nicht
Definitionsbereich  Frequen- fiir An-
zraum; fangswert-
konzep- probleme
tionell mit
elegant; endlicher
Green’sche Zeit
Funktion geeignet
direkt
zugénglich
Laplace- Anfangswertprob- Konstante Anfangsbe- Nur fiir 10
Transformdéiom mit linearen Koeffizienten; dingungen t > 0;
DGLs kausale werden au- Riicktrans-
Funktionen tomatisch  formation
(t>0) bertick- erfordert
sichtigt; Partial-
natiirlich bruchzer-
fur An- legung und
fangswert-  Tabellen
probleme;
praktische
Anwendun-
gen
(Regelung-
stechnik)

Die Verbindung zwischen charakteristischem Ansatz, Fourier- und
Laplace-Methoden

Drei der wichtigsten Methoden zur Losung linearer Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten — der charakteristische Ansatz, Fourier-Methoden und die Laplace-Transformation —
sind eng miteinander verwandt. Sie sind nicht drei unabhéngige Verfahren, sondern verschiedene
Perspektiven auf dieselbe mathematische Struktur.
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Die gemeinsame Grundlage: Exponentialfunktionen

Alle drei Methoden basieren auf der fundamentalen Eigenschaft, dass Exponentialfunktionen
Eigenfunktionen des Differentialoperators sind. Fiir eine Funktion f(t) = e** gilt:

dn
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Die Ableitung multipliziert die Funktion nur mit einer Konstanten A\". Diese Eigenschaft macht
Exponentialfunktionen ideal fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Das charakteristische Polynom als verbindendes Element

Betrachten wir eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten:
dny dnfly dy
an@+an—1w+'“+a1a+aoy=f(t> (1)

Das charakteristische Polynom ist:

P(A\) = a,\" +a, A"+ +a A+ aq (2)

Dieses Polynom taucht in allen drei Methoden auf und ist der Schliissel zu ihrem Zusammen-
hang.

Charakteristischer Ansatz: Zeitbereich

Der charakteristische Ansatz arbeitet direkt im Zeitbereich und setzt y(t) = e* an. Einsetzen
in die homogene Gleichung (f(¢) = 0) fiithrt zu:

PNeM=0 = PA)=0

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms A\, Ao, ..., A, sind die Eigenwerte, und
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet:

7

Yp(l) = Z c;etit

i=1
Interpretation: Die \; bestimmen das zeitliche Verhalten:

o Re()\;) < 0: Exponentieller Abfall (stabil)
o Re();) > 0: Exponentielles Wachstum (instabil)

(2

o Im(};) # 0: Oszillationen mit Frequenz w = Im(}\,)



Fourier-Methoden: Frequenzbereich

Die Fourier-Transformation zerlegt Funktionen in harmonische Schwingungen e*!. Fiir die
Ableitung gilt:

[

| = i)

Die Fourier-Transformation der Differentialgleichung ergibt:

~

Pliw)y(w) = f(w)

Die Ubertragungsfunktion (transfer function) ist:

Hw) =29 _ 1 (3)

Verbindung zum charakteristischen Ansatz: Die Ubertragungsfunktion hat Pole (Singu-
laritdten) genau dort, wo P(iw) = 0. Dies bedeutet:

Die Pole der Ubertragungsfunktion in der komplexen w-Ebene entsprechen direkt den Eigen-
werten aus dem charakteristischen Ansatz! Ein Pol bei w = —i\ bedeutet, dass die homogene
Losung eine Komponente e enthilt.

Beispiel: Fiir den geddmpften Oszillator mit A = —v + iw, liegen die Pole bei w = +w, + iy
(in der oberen/unteren komplexen Halbebene, verschoben um iv).

Laplace-Transformation: Verallgemeinerter Frequenzbereich

Die Laplace-Transformation verwendet die komplexe Variable s = ¢ 4 iw und verallgemeinert
damit die Fourier-Transformation. Fiir die Ableitung gilt:

dTL
£ [dt?ﬂ = s"Y (s) — (Terme mit Anfangsbedingungen)

Bei homogenen Anfangsbedingungen (y(0) = y’(0) = -+ = 0) wird die transformierte Gle-
ichung;:



Die Laplace-Ubertragungsfunktion ist:

H(s) = =0 = (4)

Verbindung zu Fourier: Die Laplace-Ubertragungsfunktion H (s) ist die analytische Fortset-
zung der Fourier-Ubertragungsfunktion in die komplexe Ebene:

H(w) = H(s)|

s=1w

Verbindung zum charakteristischen Ansatz: Die Pole der Laplace-Ubertragungsfunktion
sind genau die Eigenwerte:

Die Pole liegen direkt bei s = A; in der komplexen s-Ebene!

Die drei Perspektiven im Vergleich

Tabelle 2: Die drei Perspektiven auf lineare DGLs mit konstanten Koeffizienten

Methode Variable  Basis Charakteristisches Polynom erscheint als  Eigenwerte/Pole

Charak- t (Zeit) et PN =0 Nullstellen: ),

teristis-

cher

Ansatz

Fourier w (Fre- eiwt Nenner von H(w) = 1/P(iw) Pole bei
quenz) w=—i\;

Laplace s=o+iw e Nenner von H(s) =1/P(s) Pole bei s = A,
(komplexe
Frequenz)

Praktische Konsequenzen

Diese Verbindung hat wichtige praktische Implikationen:

1. Wahl der Methode: Alle drei Methoden liefern dquivalente Information tiber das
System. Die Wahl héngt von der Problemstellung ab:

o Zeitverhalten und Stabilitat: Charakteristischer Ansatz



Frequenzantwort und Filter: Fourier-Methoden
Anfangswertprobleme und Regelungstechnik: Laplace-Transformation

. Stabilitdt: Ein System ist genau dann stabil, wenn:

Alle Eigenwerte A; haben Re()\;) < 0 (charakteristischer Ansatz)
Alle Pole von H(s) liegen in der linken s-Halbebene (Laplace)
|H(w)| bleibt fiir alle w endlich (Fourier, nur fir stabile Systeme anwendbar)

. Resonanz: Pole nahe der imaginédren Achse fithren zu:

Langsam abklingenden Eigenschwingungen (Zeitbereich)
Scharfen Resonanzpeaks in |H (w)| (Frequenzbereich)

. Uberlagerung: Die Kenntnis der Ubertragungsfunktion H(w) oder H(s) erlaubt die

Losung fiir beliebige Anregungen durch Faltung (Zeitbereich) oder Multiplikation (Fre-
quenzbereich).

Entscheidungshilfen fiir lineare Gleichungen

Die Wahl der Methode sollte nach folgenden Kriterien erfolgen:

1.

Ordnung der Gleichung:

Fir DGLs 1. Ordnung: Zunéchst priifen, ob Separation mdoglich ist. Falls nicht, integri-
erenden Faktor verwenden.

Koeffizienten:

Bei konstanten Koeffizienten: Charakteristischer Ansatz (fiir einzelne Gleichungen) oder
Matrixmethode (fiir Systeme) bevorzugen.

Bei variablen Koeffizienten: Fourier- oder Laplace-Methoden meist nicht anwendbar;
gegebenenfalls Potenzreihenansétze oder numerische Losung erforderlich.

. Art der Aufgabenstellung:

Anfangswertprobleme mit ¢ > 0: Laplace-Transformation ist oft die beste Wahl.
Randwertprobleme oder unendliche Definitionsbereiche: Fourier-Methoden.
Allgemeine Losungsstruktur gesucht: Charakteristischer Ansatz oder Matrixmethode.

. Homogenitit:

Homogene Gleichungen: Charakteristischer Ansatz oder Separation.
Inhomogene Gleichungen:



— 1. Ordnung: Integrierender Faktor (direkte Methode) oder Variation der Konstan-
ten
— Hohere Ordnung mit konstanten Koeffizienten: Ansatz vom Typ der rechten Seite
(wenn anwendbar), Laplace-Transformation, oder Variation der Konstanten
— Variable Koeffizienten: Variation der Konstanten (wenn homogene Losung bekannt)

Losungsstrategien fiir nichtlineare Differentialgleichungen

Nichtlineare Differentialgleichungen sind wesentlich schwieriger zu losen als lineare. In den
meisten Féllen existieren keine geschlossenen analytischen Losungen, und man ist auf qualitative
Analysen oder numerische Methoden angewiesen.

Tabelle 3: Losungsstrategien fiir nichtlineare Differentialgleichungen

Methode  Anwendungsbereich ~ Voraussetzungen Vorteile Nachteile Kapitel
Separa-  Separable Yy = g(x)h(y); Liefert Nur fiir 2

tion der nichtlineare DGLs 1. Integrale miissen exakte separable

Vari- Ordnung existieren Losung; Gleichun-

ablen direkte gen;

Methode Integrale
oft nicht in
geschlossener
Form
l6sbar;
Nullstellen
von h(y)
miissen
separat
untersucht
werden
Substi- Spezielle Gleichung muss Kann Erfordert 2
tution nichtlineare Formen durch nichtlin- Erkennen
Substitution eare der
vereinfachbar sein  Gleichung  geeigneten
(z.B. in lineare  Substitu-
Bernoulli-DGL, trans- tion; nur
homogene DGL) formieren  fiir spezielle
Typen
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Methode  Anwendungsbereich  Voraussetzungen Vorteile Nachteile Kapitel
Lin- Analyse von Gleichgewicht- Liefert Sta- Nur giiltig 5, 7
earisierungGleichgewichten und spunkte miissen bilitdtsin-  in der Néhe
um Gle- Stabilitéit existieren; formation; von Gle-
ichgewicht- Funktion muss lokales ichgewichten;
spunkte differenzierbar Verhalten  globales
sein um Verhalten
Fixpunkte nicht erfasst
verstehbar
Phasen- Qualitative Analyse Meist 2D-Systeme  Ge- Keine 5,7
raum- von Systemen fiir gute ometrisches expliziten
analyse Visualisierung Verstand-  Losungen;
nis; zeigt bei
Trajekto- héherdimen-
rien, sionalen
Attrak- Systemen
toren, schwierig zu
Grenzzyklen visual-
isieren
Erste Hamiltonsche Energie oder Reduziert  Nicht fiir 7
Inte- Systeme; Systeme andere Dimension- dissipative
grale / mit Symmetrien Erhaltungsgroflen  alitét; Systeme;
Erhal- miissen existieren  liefert In-  liefert meist
tungs- varianten keine
groflen vollstéandige
Losung
Nu- Alle nichtlinearen Rechte Seite muss  Universell — Liefert nur  11-13
merische DGLs berechenbar sein;  anwend- Néherungslo-
Integra- Anfangsbedingun-  bar; sungen;
tion gen gegeben einzige Genauigkeit
Methode und
fiir Stabilitét
allgemeine  miissen
nichtlin- beachtet
eare DGLs werden

Entscheidungshilfen fiir nichtlineare Gleichungen

Die Strategie bei nichtlinearen Gleichungen sollte nach folgendem Schema gewéhlt werden:

1. Ziel der Analyse:

10
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Exakte Losung gewiinscht: Priifen, ob Separation moglich ist oder spezielle Substitution
existiert.

Qualitatives Verhalten: Phasenraumanalyse, Linearisierung um Gleichgewichte.
Numerische Werte: Numerische Integration (siche Tabelle 4).

. Separabilitét:

Falls y' = g(x)h(y): Separation der Variablen versuchen.
Falls nicht separabel: Auf spezielle Formen (Bernoulli, homogen, exakt) priifen.

. Existenz von Gleichgewichtspunkten:

Gleichgewichte bestimmen (y = 0).
Linearisierung um Gleichgewichte fiir Stabilitdtsanalyse.
Phasenraumdiagramm fiir globales Verhalten erstellen.

. Erhaltungsgroflen:

Bei mechanischen Systemen: Energie, Impuls, Drehimpuls priifen.
Erste Integrale nutzen, um Dimensionalitat zu reduzieren.

. Allgemeiner Fall:

Wenn keine der obigen Methoden funktioniert: Numerische Integration verwenden.
Fir lange Zeitintegrationen: Adaptive Schrittweite und héhere Ordnung wéhlen.

Numerische Integrationsverfahren

Numerische Verfahren approximieren die Losung einer Differentialgleichung an diskreten Zeit-
punkten. Die Wahl des Verfahrens héngt von der gewiinschten Genauigkeit, Effizienz und den
Eigenschaften der Differentialgleichung ab.

Tabelle 4: Numerische Integrationsverfahren

Ver- Ord- Funktionsauswertungen pro  Eigen- Anwendungs-

fahren nung Schritt schaften bereich Kapitel
Ex- 1 1 Einfachste Sehr einfache 11
plizites Methode; Probleme;

Euler Energiedrift; Demonstration;

nur bedingt  Verstédndnis der
stabil Grundidee

11
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Ver- Ord- Funktionsauswertungen pro  Eigen- Anwendungs-
fahren nung Schritt schaften bereich Kapitel
Im- 1 1 + Losung impliziter Unbedingt Steife Systeme; 11
plizites Gleichung stabil; gut wenn Stabilitét
Euler fiir steife wichtiger als
DGLs; Genauigkeit
erfordert
Gle-
ichungsloser
Leapfrog 2 1 (fiir separable Symplek- Hamiltonsche 11
(Stormer- Hamiltonfunktion) tisch; erhdlt  Systeme;
Verlet) Energie; Molekulardy-
zeitre- namik;
versibel astronomische
Berechnungen
Heun 2 2 Doppelt so Einfache 12
(RK2, genau wie Probleme mit
Pradiktor- Euler; moderater
Korrektor) einfach zu Genauigkeitsan-
implemen- forderung
tieren
Klassis- 4 4 Standard- Allgemeine 12
ches Verfahren; DGLs mit
Runge- gutes Preis- moderater
Kutta Leistungs- Genauigkeitsan-
(RK4) Verhéltnis forderung;
wenn
Schrittweite
fest gewéhlt
werden kann
RK23 2(3) 3 effektiv Eingebet- Probleme mit 13
(Bogacki- (FSAL-Eigenschaft) tetes moderater
Shampine) Verfahren; Genauigkeit;
adaptive wenn
Schrittweite; Ressourcen
niedriger limitiert sind
Rechenaufwand

12
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Ver- Ord- Funktionsauswertungen pro  Eigen- Anwendungs-

fahren nung Schritt schaften bereich Kapitel
RK45 4(5) 6 effektiv Standard in  Allgemeine 13
(Dormand- (FSAL-Eigenschaft) scipy.integrdd&lsoinie_ivp;
Prince) sehr hoher

effizient; gut Genauigkeitsan-

getestet forderung;

Standard-Wahl
fir die meisten
Probleme

Legende:

e Ordnung: Konvergenzordnung p (globaler Fehler oc At?). Bei eingebetteten Verfahren:
niedrigere(hdhere) Ordnung.

e« FSAL: First Same As Last - die letzte Auswertung eines Schritts kann als erste Auswer-
tung des nachsten Schritts wiederverwendet werden.

Vergleich nach Effizienz

Die Effizienz eines numerischen Verfahrens bemisst sich nach dem Aufwand, um eine bestimmte
Genauigkeit zu erreichen. Dabei spielt die Ordnung eine entscheidende Rolle: Ein Verfahren
der Ordnung p benétigt etwa N o< € /P Schritte, um einen globalen Fehler € zu erreichen.

Vergleich fiir einen globalen Fehler von 10 6:

e Euler (Ordnung 1): N ~ 105 Schritte = 105 Funktionsauswertungen

e Heun (Ordnung 2): N a 10% Schritte = 2 x 10® Funktionsauswertungen

e RK4 (Ordnung 4): N = 32 Schritte = 128 Funktionsauswertungen

e RK45 (Ordnung 4-5, adaptiv): Variable Schritte, typisch ~ 20 — 50 Schritte mit
insgesamt ~ 120 — 300 Funktionsauswertungen

Hohere Ordnung bedeutet dramatisch weniger benttigte Schritte, was die héheren Kosten pro
Schritt mehr als kompensiert.

Entscheidungshilfen fiir numerische Verfahren

Die Wahl des numerischen Verfahrens sollte nach folgenden Kriterien erfolgen:

1. Art des Problems:

13
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Hamiltonsche Systeme (Energie soll erhalten bleiben): Leapfrog/Stérmer-Verlet oder
andere symplektische Verfahren.

Steife Differentialgleichungen (sehr unterschiedliche Zeitskalen): Implizite Verfahren
oder spezielle Verfahren fiir steife DGLs.

Allgemeine nichtsteife Probleme: RK45 mit adaptiver Schrittweite (Standard).

. Genauigkeitsanforderung:

Niedrig (e ~ 1073): RK23 oder sogar Heun ausreichend.
Mittel (e ~ 107%): RK45 (Standard-Wahl).
Hoch (e < 107?): Hohere Ordnung (RK78) oder sehr kleine Schrittweiten.

. Rechenressourcen:

Begrenzt (cinfache Mikrocontroller): RK23 oder fest-Schritt RK4.

Standard (moderne Computer): RK45 mit adaptiver Schrittweite.

Unbegrenzt (Supercomputer, lange Integrationen): Spezialisierte Verfahren hoherer
Ordnung.

. Implementierungsaufwand:

Selbst implementieren: Explizites Euler (Lernen), Heun, oder RK4 (praktische An-
wendung).

Bibliothek verwenden: scipy.integrate.solve_ivp mit method="'RK45"' (Standard)
oder method="'RK23"' (schneller), method='Radau' (steife DGLs).

. Lange des Integrationsintervalls:

Kurz (wenige charakteristische Zeitskalen): Fest-Schritt-Verfahren moglich.
Lang (viele Oszillationen, lange Transienten): Adaptive Schrittweite zwingend erforder-
lich; bei Hamiltonschen Systemen symplektische Verfahren bevorzugen.

. Struktur der rechten Seite:

Separable Hamiltonfunktion (H = T(p) + V(q)): Leapfrog/Stormer-Verlet sehr
effizient.
Allgemeine Form: Runge-Kutta-Verfahren.
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